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Die Scheibe mit Linienpßaster') 
Von AU Pflüger 
EingE'gangen am 5. 5 1960 
Summary: Calculated are the perturbations 01 stress which arise in an i!Ifi.1I it~ plate. u'ith: 
originally homogeneous state of stress when connecting the plate alonf} a junte hliP lClth a b 
of negligible flexural rigidity. The normal force of such a "linear l:lastfr" TC8~llt:S fro!1I an. 
integrodifferential equation IChich f?rrn:ally corresp~n~s to t~e e'luatuJI.' of tlw liftulf} Ime o} 
an airfoil. As an example the elliptlc hnear pIaster lS lnvcstlf}ated l'art!cull1rly. 
Üb ersieh t: Es werden die Spannungsstörungen berechnet, dic in einer allseitig uno 
endlich auscyedehnten Scheibe mit ursprünglich homogenem Spannungszustand entstehen, w~nn di.e S;heibe längs einer bes~immte~ ~trecke mit ,,;inem biegmyeichcn S:ah :crb~nder. 
wird. DIe Längskraft emes derartigen "LmIenpflasters folgt aus emer Intcglo- f)i~fcr~ntla 
gleichung, die formal mit der Gleichung der tragenden Linie eines Flügels Ülwrelllstllnmt. 
Als Beispiel wird das elliptische Linienpflaster näher untersucht. 
l. Einleitung 
Die Spannungsstörungen, die in einer Scheibe mit homogenem Spannungs· 
zustand durch ein Loch hervorgerufen werden, sind in der Literatur schon 
sehr häufig für die verschiedensten Lochformen behandelt worden. Dageg~n 
ist nur selten der Fall betrachtet worden, daß eine Scheibe in einem relatIv 
kleinen Bereich verstärkt ist, also gewissermaßen E'in "Pflaster" trägt. Dieses 
Problem ist jedoch für eine Reihe technischer Aufgaben bedeutungsvoll. Z. B. 
erfahren die in letzter Zeit vielfach für hohe Drücke gebauten kugelförmigen 
Gasbehälter durch die Anschlußbleche der tangential angeordneten Stützen 
eine für die Bemessung maßgebliche Störung des sonst gleichmäßigen Spa~' 
nungszustandes, die angenähert durch die Störung wiedergegeben wird, dIe 
dureh ein entsprechendes Pflaster in einer Scheibe erzeugt wird. 
Im folgenden wird nach Abb. 1 eine allseitig unendlich ausgedehnte Scheibe 
konstanter Dicke betrachtet, die in ihrer Mittelfläche längs einer bestimmten 
Strecke mit einem stabförmigen Gebilde verbunden ist. Dieses "Linienpflaster" 
möge einen beliebigen Verlauf der Dehnungssteifigkeit haben, aber vollkommen 
biegeweich sein. Der Spannungszustand der Scheibe sei in hinreichender Ent-
fernung vom Pflaster (oder anders ausgedrückt: ohne Pflaster) homogen, sonst 
aber beliebig. Gesucht ist die durch das Pflaster verursachte Störung. 
Es ist leicht einzusehen, daß für Schnitte senkrecht bzw. parallel zur 
Pflasterachse in der ganzen Scheibe ein reiner Schubspannungszustand mög· 
*) Herrn Professor Dr. phi!. Walter Tollmien zur Vollendung seines 60. LebensjahreS 
gewidmet. 
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lieh ist, der durch das Pflaster nicht behindert wird, da dessen Achse hierbei 
ungedehnt bleibt. Es genügt also, für die Scheibe im Unendlichen nur Längs. 
spannungen parallel zur Pflasterachse und senkrecht dazu vorauszusetzen. 
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Abb. 1. Skizze des Problems mit Bezeichnungen 
2. ßezeichnungcn und Abkürzungen 
b Pflasterlänge, 
x, y rechtwinklige Koordinaten in der Scheibenmittelfläche. Die 
y.Achse ist die Pflasterachse. Der Koordinatennullpunkt liegt in 
der Mitte der Pflasterlänge b. 
~ = b~ , 'Y) = JL dimensionslose Koordinaten, 
/2 b/2 
y', 'Y)' Zwischenvariable auf den Achsen y bzw. 'Y), 
t Pflasterbreite, 
to 
T =~ 
t ' o 
h, hp 
E,Ep 
Jl 
~x,ay, Txy 
ax, ay, rXY 
aV a 2 
rh 
Pflasterbreite für y = 0, 
Scheiben. bzw. Pflasterdicke, 
Elastizitätsmodul der Scheibe bzw. des Pflasters, 
Querkontraktionszahl, 
Spannungen in der Scheibe (vgl. Abb. 3), 
Scheibenspannungen für y = 0, 
Scheibenspannungen im Unendlichen, d. h. ohne Pflasterstörung, 
Pflasterspannung, die den Annahmen nach über den Pflaster· 
querschnitt konstant ist, 
vom Pflaster auf die Scheibe längs der Berührungslinie über. 
tragene Linienlast; nach Abb. 2 positiv, wenn sie auf das Pflaster 
in Richtung der positiven y.Achse wirkt, 
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L= 
Ä = 
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Alf Pflüger 
a Et f 
__ P _ ___ bezogene Pflasterkra t, 
a2-a1 E p to 
3 + 2fJ - fJ2 hp E p t o 
2 n ----,;:E b ' 
'!J! ~ hp 
n b h 
3. Spannungs- und Yerzerrungszustand d('s lJßasÜ'rs 
Betrachtet man zunächst die Verhältnisse für das von dcl' Scheibe los-
getrennte Pflaster, so ergibt sich nach Abb. 2 aus der Gleichgewiehtshedingung 
für die in Pflasterlängsrichtung wirkenden Kräfte 
hpd(apt) 2h{Jd(aptl (1) 
r=-hdy-=-bhdr/' 
Die zwischen Scheihe und Pflaster wirkende Linienlast T h kaun dan<teh leicht 
ermittelt werden, wenn die Pflasterspannung ap bekannt ist. 
A1Jb.2. Gleichgewicht am Prtu:-,tt'rplt'llH'ut 
Die Dehnung der PIlasterachse ist 0' piE p. Sie muß läng" der BcrührUl~gsli~ie 
mit der Dehnung der Scheibe übereinstimmen, die gleich 11 E ({jy .- O'x) Ist .. 
~Ian erhält so die Beziehung 
E{J - -
a p = E (O'y - fJ O':r) . (2) 
4. Spannullgszustand der Scheibe 
Zur Berechnung der Scheibenspannungen sei folgender Weg eingeschlagen, 
der vom Verfasser bereits in einer früheren Arbeit [11 zur Lösung eines ähn-
lichen Problems benutzt wurde. Wird eine allseitig unendlich ausgedehnte 
Scheibe nach Abb. 3 im Punkte x = 0, y = y' durch eine in Richtung der 
AhlJ. 3. Scheille mit Einzelkraft. 
positiven y-Achse wirkende Einzelkraft P beansprucht, so entsteht dadurch 
nach [2) der Spannungszustand 
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__ ~ (1 +3,u)x2-(I-,u){I/-y')2 ,1 
rJx-- 4nh [x2+(y_y')2J2 (y-y)" 
P (1-,u)x 2 +(3+,u)(y-y')2 , 
rJy= -4nh [x2+(y_y')2J2 (y-y),} 
-- _~(I-,u)x2+(3+,u)(y-y')2, JI 
T,ry - 4 h [ 2 ' ( ')2]0 ,l , n x-t-y-y" 
(3a, b, c) 
Setzt man P = - T h d y' und integriert über die Pflasterlänge b, so erhält man 
die durch die Gesamtheit der Linienlasten T h verursachte Spannungsstörung, 
Nach Addition des ungestörten Zustandes rJ x = rJ1 , rJ y = rJ2 und Einführung 
der dimensionslosen Koordinaten ~,Y) bekommt man für den vollständigen 
Spannungszustand in der Scheibe 
1 r- ,(l + 3,u)~2 - (1 - ,u)(1)-1]')2 " 1
1 
rJ,r ~~ rJ 1 T :r; ,\ T (I) ) ---[~2 -+- (I) =/)')2J2--(11- I1 )d 'I ' 
-1 
1 \,1_ ,(l--,u)~2+(3-1- ,u)(1)-1!,)2 ,,! 
r5y -~ rJ2 + 4 n 'IT (I) ) --re + (Y) _ ,),)2 j2 (1)-1) )dl) '/(4a'b'C) 
+1 
1 \ - ( ') (l -,u) ~2 + (3 + ,u) (I] - 1)')2 t d ' 
TXIl= 4n J T 1) [~2+(Y)_Y)')2J2 ' 1), 
-I 
5. Gleichung für dir Pflastt'rspannnng 
Die Spannungen ax und ay in der Berührungslinie zwi~chen Pflaster und 
Scheibe ergeben sich aus (4) mit ~ = 0 zu 
,Ll 
- _ _ l-,u \' T (In, d r' 
rJx - rJ, 4;r. 1) __ 1) 1 
-1 
+1 
- 3 +',u \' T (I)') d ' 
rJy=rJ2+-4- ,--, I) . ;r. I) -17 
-J 
1 
I 
(;"i) 
Da über die Stelle 1/ = 1) hinweg integriert werden muß, Rind die Integr~le in (5) 
uneigentlich, Im folgenden sei stets der Cauchysche Hauptwert gememt, 
Setzt man (5) in (2) ein, so erhält man für die Pflasterspannung 
-'-I 
Ep [ . 3-l- 2,u _,u2 '\' T(I)') d'l 
rJp = E rJ2 - ,urJ, --:- 4;r " 1) - 1/ 11 i ' 
. I 
Mit T nach (1) und nach Multiplikation der Gleichung mit t folgt 
.LI 
EI' [ 3+2,u-ft2~~ \' d(rJpt)~1 
O'p t = E t rJ2 - ,urJ1 - 4;r b h. d 1/ I) r/!' 
- I 
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also eine Gleichung, in der als einzige Unbekannte das Produkt (fpt, d. h. die 
auf die Dicke hp = 1 bezogene Pflasterkraft vorkommt. Die Gleichung läßt 
sich mit den in Abschnitt 2 definierten Abkürzungen L, T und ). in der folgen-
den kurzen Form schreiben: 
+1 
L -- T [1-- \c dL(r/) d1)' 1 
- }'. drj' 'Yj-r/' (6) 
-1 
Diese Integro-Differentialgleichung für die bezogene Pflasterkraft L hlt eine 
in der Aerodynamik seit langem bekannte und oft behandelte Gleichung. Sie 
stimmt formal mit der Prandtlschen Gleichung der tragenden Linie eines 
Flügels überein. Dieselbe Gleichung ergab sich auch in [1] als grundlegende 
Gleichung des dort behandelten Problems. Da damals die Analogie zwischen 
dem aerodynamischen und dem elastizitätstheoretischen Problem ausführlich 
erörtert wurde, sei hier auf ähnliche Betrachtungen verzichtet. Die in der 
Aerodynamik zur Lösung von (6) entwickelten Methoden können aber ohne 
weiteres übernommen werden, womit die Berechnung beliebiger Pflaster-
formen möglich wird. Bei allen Näherungsverfahren ist allerdings darauf zu 
achten, daß die Genauigkeit in der Ermittlung von (fp so weit getrieben werden 
muß, daß die zur Bestimmung von T notwendige Differentiation nicht zu 
ungenau wird. 
6. Has elliptische Linienpflaster 
In der Tragflügeltheorie ergibt sich für den Flügel mit elliptischem Umriß 
eine besonders einfache Lösung. Dementsprechend sei auch hier das elliptische 
Linienpflaster als Beispiel für die Lösung der obigen Gleichungen näher be-
trachtet. Es sei also 
(6) läßt sich dann mit 
t ; __ 
t= T= Y1-'Yj2. 
o 
_ V 1-'Yj2 L ._-
-1 + An 
(7) 
(8) 
befriedigen, wie man durch Einsetzen leicht bestätigt. Für die Pflasterspannung 
ergibt sich ein konstanter Wert: 
(9) 
Für die "Linienspannung" T folgt nach (1) und mit (7) und (fp = const. 
- to hp 'Yj 
-r=4(fPbh V1 _'Yj2' (10) 
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Damit wird dann im Pflasterbereich 
für 1]' ;5 1 : 
+ 1 TJ-e _ 1 
(" 7:(1)') d '_ 4 ~!!:Er ((" _1)_' _ dll' . \' I( d1l') J 1)-r/ I) - O'Pb he~,) P-l/"1]-1]'--:- . 111-1!"I)-I( 
-1 -1 1j + f: 
to hp 
= -47'l UP bh ' 
und außerhalb des Pflasters 
+1 +1 
f ··, 2 1· \ 7:(Yj') d' 4 toh p \~ I)' dl)' lU I) > -- n - Up-- !'. __ 
. c I}- r;' ., - b h . I 1 _1(' 1] - 1)' 
-1 _I 
to hp (I) ) 
=47'l0'Pbh /11]2-1 -1. 
~us (5) folgt nun für die Spannungen längs der ?I-Achse 
lln Pflaster bereich 
- to hp (J.r=ul+(l-JI)uPbh , 
- to hp O'y = 0'2 - (3 + JI) O'p b h' 
- I - to hp I) I: TXY=2Tsgn~=20'PbhP_1)2sgl~ . 
außerhalb des Pflasters 
I to hp (' I) .) O'x = UI - (1 - JI)O'p b h 1/1)'-1 - 1 , 
ay = 0'2";- (3 + JI) O'P~h;(~I/_1 -1), 
7::Cy = O. 
I 
1 
J 
I 
J 
(ll a, b, c) 
(12a, b, c) 
Die Spannungen in der übrigen Scheibe lassen sich mit (10) aus (4) 
rechnen. Dabei sei zur Abkürzung gesetzt 
be-
1 
(13a, b, c) 
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Die Ausdrücke (4) schreiben sich dann 
ax=a1 +KS.r, 1 
av = a2 --'- K Sv , 
Txy = K Sxy 
ml't K = ap~hp 
TC b h' 
(14a, b, cl 
Die Integrale in (13), die als "bezogene Störspannung(,ll" hezeichnet werden 
können, lassen sich in geschlossener Form auswerten. Wl'1l1l fHlPh die zuge-
hörigen Rechnungen ziemlich umfangreich sind *). Hier sei nur das Ergebnis 
angeführt: 
Sx = TC + ~ [-11 ~2 (r2 + 1 - 1]2 + ~2) + 12 1] (r2 -- '2 ';')] 1 
- ,u{TC+ ~[Il(-r2+ 1-1')2+ ~2)+I211(r2 --j 2;2)J}. 
1 S1/ = - 3 TC + T2 [11 ~2 (3 1'2 + 1 - 1)2 +- ';2) - 12 1') (3 r" - 2 ~2)] 
_ ,u {TC + ~[-Il;2(r2 + 1- 1')2 + ;2) + 12rl(r2 -- 2 ';2)}. 
Sxv = ~ [2l1 1) (1'2 - e) + 12 (21'2 + 1 _112 +- ;2)] 
+-,u~[-'2Il1]~2+-12(l-rI2+ ';2)] 
r 
mit r = V(l- 1]2 +- ;2)2 +.41]2;2 , 
I = ~ 1/ r +- 1 - 172 --, ;2 
1 r' '2 e . 
I =_~11i~-(l-112_i-';2) 
2 r I . 2 1]2 . 
(lila. h, cl 
Zur Yeranschaulichung des Ergebnis,.;e;; sei folgendes Zahlellbeispiel be-
traehtet: 
d. h. allseitig gleichgroßer Zug, 
d. h. vollkommen starres Pflaster, 
,u 0,3. 
Es wird dann 
;~ = 00 , 2(1-,u) hb _ _ ( hb 3 +- '2 ,u - ,u2 hp to - 0,0;:,968 n hp t;;. K = 0,05968 a . 
. *) Für die Durch.führung dieser Rechnungen und ebenso für die nachfolgende nume-
rIsche Auswertung bm Ich Herrn Dr.-Ing. D. Withum zu besonderem Dank verpflichtet. 
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Die Spanllungen werden jetzt zweckmäßigerweise auf die Spannung a bezogen. 
Das Ergebnis zeigen die Abbildungen 4a, b, c, in denen durch ent~prechende 
Schraffur die Störspannungen besonders hervorgehoben sind. 
Alle Spannungen werden an den Pflasterenden unendlich groß. Im Sinne der 
Kerbspannungslehre ist dieses ein Kennzeichen dafür, daß die entwickelte 
Theorie bei der Annäherung an das Laschenende versagt und gegebenenfalls 
~\bh. -ta. I.Jällg~~lJallnullgell (Jx beim :4t:HTf'll ellipti"clwll Vfta:,tt'r 
tI 
Abb. -! b. Liings:;paullungcn ay beim :"tarrrIl rlliptbchell Pfta:-tt'r 
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durch genauere Rechnungen oder Versuche ergänzt werden muß. Im übrigen 
entspricht die Schubspannung am meisten dem erwarteten Verlauf, da sie die 
bekannte Aussage liefert, daß die Verbindung zwischen Scheibe und Pflaster 
am stärksten am Laschenende beansprucht wird. Überraschend ist jedoch der 
starke Anstieg der Längsspannungen in der Scheibe in der Nähe der Pflaster-
enden außerhalb des Pflasterbereiches, woraus hervorgeht, daß auch ein 
Pflaster Kerbeffekte wie ein Loch liefern kann. Diese Erkenntnü.; ist das für 
1) 
1,0 
Abi>. 4c. Schubspannungen "ry beim starren elliptischen Pflaster 
Konstruktion und Bemessung wichtigste Ergebnis der gesamten Unter-
suchung. Näher auf Fragen der Praxis einzugehen, würde jedoch im Rahmen 
dieser Arbeit zu weit führen. 
7. Vergleich zwischen elliptischem Linien-und Flächenpßaster 
Verbindet man nach Abb. 5 ein Pflaster nicht längs einer Berührungslinie, 
sondern - wie es der ursprünglichen Bedeutung des Wortes "Pflaster" ent-
spricht - flächenhaft mit der Scheibe, so ergibt sich ein grundsätzlich neues 
rt~ : ===l 
-1,- y 
~~...l...._-
x 
Al>b. 5. Scheibe mit elliptischem Flächcnptlaster 
Problem. Es interessiert aber doch, wie groß der Unterschied zwischen dem 
Verhalten einesLinienpflasters unddemeinesgleichartigenFlächenpflasters ist. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047379
Die Scheibe mit Linienpflaster 7;) 
Das elliptische Flächenpflaster wurde kürzlich von G. Kaiser in einer 
Arbeit [3] behandelt, die auch einen Vergleich mit ~reßergebnissen bringt. 
Diese beziehen sich auf das Beispiel 
E p hp _" to 1 
1]1 = 0, E = 1 h = ~, b = 4,1' ft = 0,3 . 
Hierfür ergab ~ich der in Abb. 6 dargestellte Verlauf der Spannung äy . 
Für das Linienpflaster wird mit denselben Ausgangsgrößen 
}. = 0,8~61, ~ = 0,5388, K = 0,083660'2 . 
Die sich hiermit nach (12b) und (14b) ergebende Spannung äy ist ebenfall,; in 
Abb. 6 eingetragen. Der Unterschied ist deutlich, aber doch nicht so groß, daß 
1.0 
~8683 
-3'0,6228 
0,6228 
, 
'\--------
0,5388 
I 
I 
I 
I 
\ 
\ 
\ 
',' ...... 
f'fessungen an einem 
Leichtmetallblech mit 
au/geschweißtem 
Flächenpfiaster 
Unienpflaster 
.... -
---
2.0 n • ...:L { b/Z 
Abt>. 6. Yerglrich zwischen Flächen- und I.inienpftastcr 
man die für das Linienpflaster errechneten 'Werte nicht al~. brauchhare Xähe-
rung für das Flächenpflaster ansehen könnte. Mit der l:bertragung dieses 
Schlusses auf andere Abmessungen wird man natürlich ,-orsichtig sein mü~sen. 
8. Zusammenfassung 
Das Problem der Spannungsstörungen in einer aIl;;eitig ul1endlieh ausge-
dehnten Scheibe mit ursprünglich homogenem Spannungszustand infolge eines 
?ogenannten Linienpflasters wird dadurch gelöst, daß der Spannungszustand 
1m Pflaster durch eine Differentialgleichung, der in der Scheibe ,.quellenmäßig" 
durch Integration über alle Belastungseinflüsse beschrieben wird. Beide Span-
nungszustände werden dann durch die Bedingung miteinander verknüpft, daß 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047379
76 Alf Pflüger 
die Dehnungen im Pflaster und in der Scheibe läng~ der Berührungslinie über· 
einstimmen müssen. Es ergibt sich so eine Integro.Differentialgleichung, die in 
der Form der Prandtlschen Gleichung der tragenden Linie geschrieben werden 
kann. Die Lösung wird nach den Methoden der Aerodynamik für beliebige 
Pflasterformen möglich.AlsBeispiel wird das elliptische Pflaster näher behandelt. 
Das wichtigste Ergebnis der Rechnung besteht in der Erkenlltnis. daß die 
Scheibe am ungünstigsten an den PflasterendeIl, jedoch außerhalh des Pflaster· 
bereiches, beansprucht wird. Die Arbeit schließt mit einem Yergkieh zwischen 
dem elliptischen Linien· und Flächenpflaster. 
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